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Capitolo 1

Introduzione

La fotonica puo essere definita come quel settore della scienza e della tecnica
in cui l'informazione viene manipolata e gestita mediante fotoni, anziche
mediante gli elettroni, come nel caso dell’elettronica. Questo nuovo e af-
fascinante settore e ancora alla sua infanzia e costituisce sicuramente una
disciplina in divenire.

Tuttavia, la fotonica ha gia raggiunto successi scientifici e tecnologici di
grande rilievo. Il compact disc, la stampante laser, i milioni di chilometri
di fibre ottiche per telecomunicazioni posati in tutto il mondo costituiscono
esempi significativi di realizzazioni fotoniche.

Storicamente la fotonica trae le sue origini dall’invenzione del laser e dallo
sviluppo dei materiali adatti a costruire fibre ottiche a bassissima attenu-
azione, ma il motore che spinge questa nuova scienza deriva essenzialmente
dalle enormi necessita connesse allo sviluppo delle telecomunicazioni, delle

tecnologie multimediali, del calcolo parallelo neurale e, in generale, dalla



telematica. B pertanto impossibile prevedere quali sorprese deriveranno da
uno sviluppo che si preannuncia cosi imponente.

Rischia di essere fuorviante cercare di stabilire un parallelismo tra fotonica
ed elettronica, per poter predire, dagli sviluppi della seconda, le potenzialita
della prima. Infatti confrontare il CD con i nastri magnetici o le fibre ottiche
con i cavi coassiali puo essere utile in termini di variabili economiche, ma si-
curamente non serve a stabilire parallelismi tra le due tecnologie. Il confronto
in termini di prestazioni puo essere un esempio di quanto sia indadeguato il
tentativo di paragonare le due tecnologie. Per esempio, nel caso delle fibre
ottiche, ci si accorse subito che, rispetto ai normali cavi, possiedono doti di
attenuazione del segnale e di leggerezza molto migliori. Ma, forse, non ci
si accorse subito che una delle proprieta piu importanti delle fibre ottiche e
che, rispetto ai cavi coassiali, esse sono in grado di trasmettere una banda
praticamente “infinita” di frequenze. Quest’ultima proprieta, dunque, non
e stata all'inizio quella che ha determinato il miglioramento e la diffusione
delle fibre, ma oggi ¢ quello che lascia intravvedere lo sviluppo pitt ampio e
non preventivato.

La fotonica procede quindi con una logica essenzialmente interna, e,
rispetto ad essa, I’elettronica si posiziona come la tecnologia che ha finora con-
cretizzato principalmente il mondo delle informazioni. Tuttavia negli ultimi
dieci anni le fibre ottiche sono divenute il mezzo di comunicazione principale

per i collegamenti punto-punto nelle reti di giunzione e a lunga distanza. Nei



paesi economicamente avanzati piu del 50 per cento del traffico telefonico
viaggia su fibre ottiche. Dal 1988 i collegamenti transoceanici via cavo sono
basati su fibre ottiche : cio conferma il grado di maturazione e di affidabilita
raggiunto da questa tecnologia, considerati i requisiti di durata ed affidabilita
che i collegamenti sottomarini devono soddisfare.

La prospettiva di incrementi di traffico e di sviluppo di nuovi servizi
che, comportando la trasmissione multimediale di voci, dati e immagini
richiedono capacita trasmissive via via crescenti, fornisce la spinta per nuovi
approcci tecnologici: da una parte l'estensione della rete ottica ai singoli
utenti, dall’altra I'impiego di tecnologie che garantiscano al tempo stesso
I'ottenimento di elevate prestazioni e convenienza economica. Tra queste
appaiono particolarmente interessanti le tecniche fotoniche.

Il primo capitolo di questa tesi illustra gli stati quantistici del campo e. m.
che si prestano a trasportare un segnale in una rete di distribuzione ottica:
gli stati coerenti, gli stati numero e gli stati squeezed. In seguito (Cap.
2) viene descritto il fuzionamento del beam splitter ed il suo utilizzo nei
diversi schemi di rilevazione della radiazione con particolare attenzione alla
degradazione del segnale dovuta all’apparato di misura (figure di rumore).
Nel capitolo 3 vengono esaminati i principi di funzionamento di alcuni tipi
di amplificatori di campo, mettendo in evidenza 1'utilita di questi allo scopo
di migliorare le figure di rumore del rubinetto ottico di derivazione ad un

utente della rete. Il capitolo 6 ¢ dedicato alla descrizione ed allo studio



numerico del funzionamento dell’amplificatore e del duplicatore di numero di
fotoni. Il primo viene indicato come il dispositivo adatto ad implementare
le prestazioni del rubinetto ottico nel caso in cui il segnale venga rilevato
dall’utente in modo diretto; il secondo viene invece proposto come alternativa
al rubinetto ottico essendo teoricamente in grado di generare due copie del

segnale di ingresso.



Capitolo 2

Stati quantistici della
radiazione

2.1 Introduzione

Attualmente i sistemi di comunicazione che utilizzano luce coerente stanno
raggiungendo uno stadio in cui 'errore commesso nel misurare il segnale
trasmesso e l'efficienza di canale sono limitati dalla natura quantistica della
radiazione. Tuttavia sono stati recentemente sviluppati nuovi stati quan-
tistici del campo detti stati squeezed, grazie ai quali ¢ possibile, in linea
di principio, ridurre il rumore quantistico nella misurazione del campo che
trasporta il segnale.

In questo capitolo, dopo brevi cenni di richiamo alla quantizzazione del
campo, vengono descritti e confrontati tra loro gli stati coerenti e gli stati
squeezed, mentre nei capitoli successivi sono discusse alcune possibili appli-

cazioni.



2.2 Quantizzazione del campo elettromagne-
tico

Dalle equazioni di Maxwell per il campo e.m. nel vuoto discendono le espres-

sioni per I'equazione di D’Alambert delle onde

1 6A
2A
VA= S (2.1)

e per 'energia del campo e.m.

1 1 0AN® 1
H = /(60E2 + poH?)dv = 5 [eo (E) + %(VXA)QI dv. (2.2
La (2.2) ¢ una equazione differenziale a variabili separabili che ha come

soluzione generale

Alrt) =33 e {Aip()e™™ + A, (e ™em ) (2.3)

o=1

dove ey, ¢ il vettore che indica la polarizzazione. Sostituendo questa soluzione

nella (2.1) e tenendo conto della condizione di trasversalita
V-A=0 — elg'kl:O, (24)

si ottengono per le componenti di Fourier del potenziale vettore equazioni

dinamiche di oscillatore
Alo + wfoAlU =0. (25)

Sostituendo la soluzione generale (2.3) nella espressione per I'energia (2.2) si

ottiene

H=cvY) Y e {Au(t)- A (D) + AL (1) - A (1)} . (2.6)

| o=1



Si noti che 'Hamiltoniana (2.6) ¢ una costante del moto ed ha la forma di
una somma di Hamiltoniane di oscillatori indipendenti, uno per ogni modo
del campo. La quantizzazione procede scrivendo I'Hamiltoniana (2.6) nella
forma standard mediante operatori di creazione ed annichilizione per i modi

del campo
H =Y hwlal,a, +1/2). (2.7)
lo

Ne discende la relazione che quantizza il campo A nello schema di Heisenberg

A ) =33 |

o=1

ik;r * —ik;-r
2wl€0’UelU {alg(t)e Yt ap (t)e } . (2.8)

Il campo elettrico a sua volta si riscrive come segue
E(r,t) = EP(r,t) + EO(r,1) ,

E(+)(r,t) = ZZ — ey a e KTTt) (2.9)
oV

dove E(+), detto "parte a frequenza positiva”, ¢ I’Hermitiano coniugato di
E). Lo spazio di Hilbert degli stati del campo e generato dagli autovettori

degli operatori numero di ogni modo
[) = |n1a)|nig)nog)|nes) .. Jtue) .. = |n11, ni2,no1,nog, ...y Nye) - (2.10)
dove

al | s ) = o] g, (2.11)

dove n;, rappresenta il numero di fotoni nel modo lo. Combinazioni lineari

di vettori (2.10) generano stati "puri” del campo; piu in generale gli stati
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"misti” verranno associati alle matrici densita p ottenute mediante combi-
nazioni lineari normalizzate di proiettori su stati puri. I vettori di stato
(2.10) si possono ottenere tutti dal vuoto |©2) =10,0,...,0,...) (inteso come
totale assenza di fotoni in ogni modo) mediante I’applicazione ripetuta degli

operatori di creazione

a.i. Nio
{nio}) = @ o) =11 (@) ) . (2.12)

lo nla!
Nello stato di vuoto il campo ha valore medio nullo, ma sono presenti le

fluttuazioni di ” punto zero”

(QEIQ) =0, (2.13)

QAE2|0) = Ly e

veg 7 2

2.3 Stati coerenti e stati squeezed

In elettrodinamica quantistica tutte le quantita di interesse sono riconducibili

al calcolo delle funzioni di Green G™ (ry,t1;...; Tn,tn)

A A ~

G =Tr [pEC (ry, 1)) .. B (r, 1) - B (0, 11) . B (1, 8,)](2.14)

Esse rappresentano medie di ensemble dei campi con ordinamento ”normale”

ovvero con E(7) sulla sinistra ed E™) sulla destra.

10



Gli stati cosidetti ”coerenti”, introdotti da Glauber per descrivere I'alto
grado di coerenza della luce laser, soddisfano la condizione di coerenza a tutti
gli ordini ovvero la funzione di Green ¢ fattorizzata a tutti gli ordini come

segue

dove
(B (r,,1,)) = E*(rn, 1) - (2.16)
La condizione ¢ soddisfatta dagli autostati dell’operatore campo elettrico
EH+)
ED) =¢)) . (2.17)

Dalla (2.9) segue che tali autostati si possono scrivere come prodotti diretti

di autostati di operatore di distruzione a,,

) = Heuo}) = Qioleuo) - (2.18)

Concentriamo ora l’attenzione su un singolo modo del campo, indicando, per
semplificare la notazione, con |«) 'autostato dell’operatore a di annichilizione
di un modo fissato.

Per costruire gli stati |a) partendo dal vuoto é necessario introdurre 'operatore

spostamento ﬁ(a) che agisce nel modo seguente

la) = D(a)]0) , (2.19)

11



A

D(«) = exp (ozaT — a*a) , (2.20)

A

DY (a)aD(a) =a+a . (2.21)
E facile verificare che lo stato |a) cosi definito & un autostato di a. Si ha

ala) = aD(a)|0) = D(a) Dt (a)aD(a)|0) = (2.22)

= D(a)(a+ a)|0) = aD(a)|0) = a|a) . (2.23)

La rappresentazione numero dello stato coerente |«) si ottiene mediante la

formula di Becker-Campbell-Hausdorff * come segue

) = D@0} = e 3 3= ) (2.25)

e la distribuzione di prbabilita nella rappresentazione numero e

|a‘2n

[(n]a)|? = elo , (2.26)

n!
ovvero una distribuzione di Poisson con valore medio e scarto quadratico

medio
(a]n|a) = (a|An?|a) = |af*. (2.27)

Per stati in genere non coerente si introduce la quantita

AR
F = < — > , (2.28)
(1)
'Formula di Becker-Campbell-Hausdorff: se A eB sono due operatori, vale la
eAtB = ¢AgBo(3lA.Bl) (2.24)
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detta fattore di Fano. Per la distribuzione di Poisson si ha F' = 1, mentre
vengono generalmente detti stati ”subpoissoniani” quelli con F' < 1 e su-
perpoissoniani quelli con F' > 1. La distribuzione numero ¢ il risultato della
misura diretta dell’intensita del campo ottenuta per esempio per mezzo di un
fotodiodo.La misura dell’ampiezza del campo ad una fissata frequenza sfasata
di ¢ rispetto ad un oscillatore locale sincrono si ottiene invece mediante un

rivelatore homodyne e corrisponde alla misura dell’osservabile:

(ac™ +afei?) . (2.29)

N | =

a¢:

Dall’espressione del campo elettrico nella rappresentazione di Heisenberg
E(r,t) = E®(r,t) + EC)(r,t) discende che due quadrature sfasate di /2
sono variabili canonicamente coniugate analoghe alla posizione e momento

dell’oscillatore armonico
qA = \/§CL¢ s ]3 = \/§CL¢+W/2 . (230)

I valori medi e gli scarti quadratici medi della quadratura a, nei casi del

vuoto e dello stato coerente sono

(Qayl2) =0, (alagla) = ag = e®a+ e Pa* (2.31)

1 1
@Aa?0) = 1. {aldaga) = ;. (2.32)

Lo stato coerente ha quindi le stesse fluttuazioni di quadratura del vuoto: il

rumore non dipende ne da « ne dalla fase ¢ ovvero e ”isotropo”.

13



La distribuzione di probabilita nelle quadratura e Gaussiana. Il prodotto
delle indeterminazioni soddisfa la relazione di indeterminazione di Heisenberg

con il segno di uguaglianza, ovvero

1
(D) (Add, ) = T (2.33)

Gli stati coerenti sono quindi stati di minima indeterminazione.
Gli stati squeezed sono anch’essi stati di minima indeterminazione, ma
anisotropi in fase, cioe con la fluttuazione nella quadratura dipendente dalla

fase della quadratura stessa

1

2 2
<A%><A%+w/2> 16

(A2) = f(@) . (2.34)

Essi si costruiscono mediante operatore S(¢) di Squeezing introdotto da

Yuen [1]

A

S(¢) = exp E (C(aT)2 - C*a2)] ,

che opera la trasformazione di campo

~ ~

ST (¢)aS(¢) = pa + va', p=coshp, v=e¥sinhp, (=pe?.

Facendo agire 'operatore di squeezing sul vuoto e, successivamente, ”spo-

stando” lo stato ottenuto si ottiene lo stato sqeezed

o, ¢) = D(@)S()]0) .

14



La distribuzione dello stato |a, () sulla quadratura a, ¢ ancora di tipo

gaussiano con valore medio (a,) = oy, ma con fluttuazioni ¢-dipendenti [2]
1. .
(Aaj) = 1 [sinh 2p cos(2¢ — 1)) + cosh 2p] . (2.35)

E questa la differenza fondamentale tra stati coerenti e stati squeezed: ”spre-
mendo” uno stato coerente, per ottenere uno stato squeezed, si diminuisce
il rumore in una quadratura a scapito di quello della quadratura coniugata,
mantenendo la condizione di minima indeterminazione: cio porta ad una
diminuzione del rumore in rivelazione homodyne per la quadratura spremuta.
Caso particolare di stato squeezed e il ”vuoto squeezed”, ovvero lo stato
10,() = S (€)]0) ottenuto applicando 1'operatore di squeezing al vuoto. Esso
¢ caratterizzato da (a) = 0, ma ¢ non vuoto di fotoni ( () > 0).

Piti in generale, per stati qualunque, il rumore della quadratura viene con-
frontato con quello del vuoto introducendo il fattore di squeezing Sy che rap-
presenta la fluttuazione di una quadratura a, del campo sullo stato squeezed

divisa per la corrispondente fluttuazione del vuoto (AaZ) = 1/4
Sy = 4(Ad}) . (2.36)

Dalla (2.35) per ¢ = ¢ = 0 si ricavano i fattori di squeezing per le quadrature

coniugate
Sy = €%, Sr2 = e % (2.37)

La distribuzione nel numero (), diversamente da quella degli stati co-

erenti, non e in generale Poissoniana. Infatti il fattore di Fano in generale

15



dipende dal parametro di squeezing C

(An?) P 2lpv|? + Jpa + val?

F=
(n) af? + |v]?

(2.38)

2.4 Rappresentazioni P e QQ di stati coerenti
e squeezed

Figura 2.1: funzioni @ per il vuoto (stato numero) e stato coerente

Gli stati coerenti sono un set overcompleto di stati non ortogonali ovvero

I'operatore identico > _o° |n)(n| = I pud essere espresso come segue

/C T ol =1 (2.39)

™
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Figura 2.2: rappresentazione () per vuoto squeezed e stati squeezed

L’overcompletezza comporta che un generico operatore possa essere scritto
come sovrapposizione di proiettori coerenti. In particolare, per la matrice

densita si scrive
p= / PaP(a)|a) (ol , (2.40)
dove
/d2aP(a) —1. (2.41)

Queste relazioni descrivono la rappresentazione P: P(«) non € in generale
positiva e viene detta per questo quasiprobabilita.

Al contrario, la funzione Q(«)

Q(a) = (alpla) (2.42)

17



normalizzata come segue

/d%o‘cg(a) ~1, (2.43)

e sempre positiva (essendo il valore di espettazione di una matrice definita
positiva) ed ¢ percio una probabilita vera. Essa puo essere intesa come la
probabilita che il sistema sia nello stato coerente |a). La funzione Q(«)
permette di ottenere efficaci rappresentazioni pittoriche [3] degli stati nello
spazio delle fasi. In fig.2.1 sono riportate le rappresentazioni () per uno stato
numero e per uno coerente. Si noti che nel piano « la nuvola bigaussiana
dello stato coerente ¢ spostata dall’origine che rappresenta il vuoto. In fig.2.2
sono invece riportate le rappresentazioni QQ per il vuoto squeezed e per due

stati squeezzati su due quadrature diverse (¢ =0 e ¢ = 7/2).

18



Capitolo 3

Metodi di rivelazione della
radiazione elettromagnetica

3.1 Introduzione

In questo capitolo vengono presi in esame alcuni metodi di rilevazione della
radiazione. Due di essi hanno in comune 1'utilizzo di un beam splitter o
"rubinetto ottico”. Il beam splitter e il pitl semplice device che permette di
misurare un segnale codificato in ampiezza o in fase. Esso ¢ sostanzialmente
uno specchio semitrasparente con due porte in ingresso e due in uscita. In una
delle due porte in ingresso entra segnale da misurare I'altra non e utilizzata.
La decrizione quantistica mostra come la figura di rumore del rubinetto ottico
dipenda in modo determinante dall’osservabile che viene misurata.

Come vedremo per la rivelazione homodyne la degradazione del segnale
trasmesso puo essere attribuita alle fluttuazioni quantistche del vuoto pre-

sente come ingresso sulla porta libera del beam splitter. Vedremo anche

19
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Figura 3.1: Schema del beam splitter

come la figura di rumore puo essre migliorata attraverso l'introduzione di
luce squeezzata nella porta libera del rubinetto ottico fino ad ottenere in

condizioni ottimali un segnale trasmesso pressoche identico a quello ricevuto.

3.2 1l beam splitter ed il converitore di fre-
quenza

Il beam splitter e un dispositivo ottico completamente passivo da qui deriva la
possibilita di farne un’analisi monocromatica, cioe con i campi in ingresso ed
in uscita aventi tutti la stessa frequenza. Essenzialmente esso e rappresentato
da uno specchio semitrasparente (fig.3.1) caratterizzato da una trasmissivita
1 nel quale si hanno due canali di ingresso a e b e due in uscita ¢ e d qui
indicati dagli operatori stessi di annichilazione del campo elettrico. Senza

perdere di generalita nella trattazione ¢ possibile studiare il beam splitter

20



nel caso in cui in ingresso vi sia uno stato con n fotoni in a ed il vuoto in
b cio¢ uno stato a due modi del tipo |n)|0). Le equazioni dei campi, nella
descrizione di Heisenberg, sono

c=n"a+(1-n)",

d=—1-n)"%a+n", (3.1)

e si riconducono all’evoluzione unitaria

& _ At a ~
(2)=0(3)
dove U & I'operatore

A 1— n
U =exp [arctan — 1 (a'b — ab’ ] . 3.2
V¢ ) (32)

L’evoluzione dello stato in ingresso ¢ quindi

n

1/2
oW =3 () - e ) (63

p=0
La (3.3) ¢ stata utilizzando la formula di Becker-Campbell-Hausdorff [4][11][12]

per I'algebra dei momenti angolari. Infatti gli operatori a' e ab! nella (3.2)
generano ’algebra [4][11][12]
Jt =a'b,
3 _ Lot gt
J° = =(a'a—10'D),
2
J-=abl. (3.4)
La formula di Becker-Campbell-Hausdorff per operatori di questo tipo é:

exp (§j+ - Ej—) — S B =0T (3.5)

21



Dalla (3.3) ¢ possibile ricavare la probabilita Py di trovare k fotoni nel braccio
¢ avendo in ingresso uno stato di miscela p composto da n fotoni in a e dal
vuoto in b non discriminando tra le possibilita di uscita in d, cioe la probabilta
di passare dallo stato di ingresso p® |0)(0] ad uno stato di uscita |k) (k| @ 1.
Si ha

P =Tr(U(pe |0)0)UH k) (K ® 1)
= i Pnn < Z ) (1 - ﬁ)”_kﬁk . (3‘6>

La trattazione fin qui esposta per il beam splitter pressuppone che nei
canali a e b entrino campi alla stessa frequenza, cioe valga che w, = wy.
Formalmente la trattazione ¢ analoga anche nel caso che i campi in ingresso
non abbiano la stessa frequenza: in tal caso si descrive un convertitore di fre-
quenza. Ora pero 'Hamiltoniana (3.2) ¢ fuori risonanza e occorre introdurre
un ulteriore modo ¢ in ingresso a frequenza w. = w, — w,. L’Hamiltoniana
resta invariata nella forma se il modo ¢ puo essere considerato un c-numero
anziche un operatore: questa approssimazione (detta approssimazione para-
metrica) ¢ corretta se il modo ¢ ¢ ”classico”, ovvero ¢ in uno stato coerente

molto intenso che non si svuota durante il processo di conversione.

3.3 Rivelazione diretta

Il metodo di rivelazione dell’intensita radiazione e.m. che utilizza fotoconta-

tori.

22



Dalla letteratura ¢ noto che la distribuzione di probabilita del fotoconta-

tore, cioe la probabilita di rilevare m fotoni ¢ [5]:

P.(T) =Tr {p:wgﬁ exp[—(f(T)T]:} (3.7)

dove I(T) = Ly 2¢ocB ) (r, 1) - EM(r t)dt, r & la posizione del singolo
rivelatore , :: denota l'ordinamento normale dei campi e ( e l'efficienza del
rivelatore infatti p(t) = ¢(I(t)) rappresenta la probabilita che la radiazione
causi ’emissione di un singolo elettrone da parte del rivelatore permettendo
un conteggio unitario nell'intervallo di tempo (¢,¢ + dt)).

Se si considera una radiazione monocromatica, la probabilita (3.7) diventa

ata)™
P,(T)="Tr {ﬁ% exp(—naTa):} (3.8)

dove n = (chwT /v & detta 'efficienza quantica del rivelatore ed ¢ la proba-
bilita che che un singolo fotone venga rivelato nell’intervallo di misura 7.
Se si mette in relazione la (3.8) con la probabilita di avere n fotoni nello

stato in ingresso p,, = (n|p|n) il risultato &

PuT) = 3 (0 )= (39)

che puo essere iterpretata come la probabilita che su un totale di n fotoni m
vengano effetivamente rivelati ed n —m sfuggano al rivelatore. Confrontando
la (3.9) con la (3.6) si vede che un fotocontatore reale si comporta come un
Beam Splitter con trasmissivita 1 messo in serie ad un rivelatore ideale con

efficienza quantica unitaria .
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Esempi di rivelatori diretti reali sono i fotodiodi a cascata APD, carat-
terizzati da una bassa efficienza quantica (( ~ 0.5) ed i diodi p-i-n con
efficienza quantica alta (¢ ~ 1.0), ma con un segnale di uscita molto piu

debole (2 OOOlAPD)'

3.4 Rivelazione homodyne

©

Y

~

IOCCTC jD:jl—[AQ
x a'b+ bla
D1CY I did
c
S
=a d N
D2
| b (LO)

Figura 3.2: Schema bilanciato per la rivelazione homodyne

Lo schema di un rivelatore homodyne bilanciato ¢ rappresentato in fig.(3.2).

Esso utilizza che utilizza un beam splitter (BS) 50/50 che combina il
segnale in ingresso a con un segnale b dato da un oscillatore locale (LO) di
intensita elevata che produce uno stato coerente della stessa frequenza di a

Sui bracci ¢ e d sono posti due fotodiodi uguali che rilevano le correnti

24



fl x cfe e f2 o d'd che vengono sottratte nello stadio finale di rivelazione
che produce la corrente differenza I D= I 1 — fg . Da questo schema deriva
la possibilita del rivelatore homodyne di misurare una quadratura ad una
determinata fase rispetto all’oscillatore locale. Infatti nei fotodiodi sono ril-
evati i battimenti dei due segnali di ingresso e piu precisamente su uno dei
due si ha l'interferenza costruttiva, sull’altro distruttiva, permettendo cosi
di annullare eventuali rumori derivanti dalle fluttuazioni in intensita dell’ os-
cillatore locale. La fotocorrente differenza Ip = cfe — did per mezzo delle

relazioni fra i campi (3.1) del beam splitter puo essere riscritta come
Ip =a'b+bla. (3.10)

Essendo l'oscillatore locale nello stato coerente |zg) e il segnale di ingresso

nello stato generico |a) il valore medio della corrente differenza Ip &
(Ip) = (zrolla|lp|a)|zLo) = z(a®) + 2*(a) . (3.11)
Introdocendo la corrente ridotta

1= lim |z|7'p (3.12)

|z[—o0
e calcolando il suo valore medio e le fluttuazioni si ottiene
N Ly tmio 4 i
(1) = §<a e’ +ae'?) = (ay) -
(A®) = (Aad) + O(]2]?) . (3.13)
Come si pud quindi vedre dalle (3.13) la rivelazione homodyne misura una

quadratura del campo elettrico.
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3.5 Rivelazione heterodyne

BS cos(wyrt)
A | A o e
Eg Eour
A oO— gs
SiH(uJ[Ft)
Eo

Figura 3.3: Schema del rivelatore heterodyne

Lo schema di un rivelatore di radiazione di tipo heterodyne rappresentato
in fig.3.3 prevede I'impiego di un beam splitter, sul quale vengono fatti inter-
ferire i campi provenienti dal segnle da rivelare Eg e da un oscillatore locale
ELO. Il campo di uscita EOUT arriva quindi sul fotodiodo che lo trasforma
in una corrente che viene elettronicamente separata nelle sue parti reale ed
immaginaria Yo e ¥s.

Per una descrizione dettagliata del funzionamento occorrerebbe tener
conto di tutti i modi del campo; in realta e possibile, senza mancare di
generalita, riferirsi solo ai modi del campo che risultano dare contributo ai
valori medi ed agli scarti quadratici medi dei segnali.

Lo schema [3] utilizza oscillatore locale che pruduce uno stato coerente |z)
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molto intenso a frequenza wy; il segnale di ingresso ¢ a frequenza wy + wyp

(wrp=frequenza intermrdia), sicche i campi in ingresso possono essere scritti

Eg+)(t) o asei(w0+UJ[F)t + aiei(wo—WIF)t

E(L—B) (t) x bleiwot + biei(WO_W[F)t + bsei(wo—l-wlp)t (314)

dove l'indice s indica il modo di segnale segnale, I'indice [ quello dell’oscillatore
locale e ¢ indica il modo della banda immagine.
Nelle (3.14) solo as e b; sono popolati mentre i modi rimanenti (per es. la
banda immagine) si trovano in uno stato vuoto.

Di conseguenza per i valori medi dei campi in ingresso si avra
(a;) = (bs) = (b;) = 0. (3.15)

Applicando a questo punto le leggi di trasformazione dei campi del beam

splitter (3.1) si ottiene il campo di uscita che arriva sul fotodiodo
Egor = 0By + (1—n) "By . (3.16)

La fotocorrente alla frequenza w;p rivelata dal fotodiodo viene ottenuta

dalla (3.16) con una trasformata di Fourier della funzione
jOUT(t) - E(O_U)T A(O—i[_J)T (3.17)
ottenendo cosl la corrente:
Tour(wrr) = [ dwBl(w +wir) - Br(w) (3.18)
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Analogamente a quanto visto per la rilevazione homodyne viene introdotta

la corrente ridotta

% = lim ’}/_leUT(wIF) s (319)

n—1,|z| —o00,y=const.

dove
v =n"21-n)"?, (3.20)

e dove I'operatore lim|,|_, sta ad indicare che lo stato coerente |z) dell’oscillatore

locale € molto intenso. L’espressione della corrente ridotta ¢ dunque
i = |zt (albl + aiblT) +0 (3.21)

dove con O sono indicati i 4 termini derivanti dalla (3.18) che non compaiono
in quanto non danno contributo ne al valor medio, ne alle fluttuazioni.
Essendo in generale la corrente ridotta 7 una quantitd complessa, & possibile

(elettronicamente) ricavarne le sue parti reale ed immaginaria [3]

A A eI 1/, -
zc—Rez—/ dti(t) coswt = 5 (z—i—z) :

— o0

o o oo, 1 .~ -
3 = Imi = —/ dtit)sinwt = o (i~ 1) . (3.22)

—00 1

Calcolando i valori medi si ottiene

N 1 . .

(ic) = Slale™ + a,6) = (a,0)

> 1 —i i

<’Ls> = 2—i<CLJS[6 ¢ _ ag€ ¢> = <a/sq§+7r/2> . (323)

Come si vede essi coincidono con quelli di due quadrature coniugate del

campo.
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Gli scarti quadratici medi sono invece
(A7) = (Aady) + (Adgy)

<A%§> = <Aa'§¢+7r/2> + <Aa12¢+7r/2> ) (324)

ovvero il rumore delle due quadrature con in piu i termini aggiuntivi (Aa§¢)
e (Aai /o).

In conclusione la rivelazione heterodyne permette di misurare simultane-
amente le due quadrature del campo elettrico, cioe il campo complesso. La
misura congiunta delle due osservabili che non commutano comporta pero
un rumore aggiunto dovuto all’atto di misura. Detto rumore ¢ ineliminabile;
esso ¢ al pitt migliorabile fino al limite di 3db nel caso del vuoto. Si noti che

una tale perdita equvale a quella di circa 2 Km di fibra ottica.

3.6 Figure di rumore del beam splitter

[3] Come prima visto, il beam splitter puo essere utilizzato sia in rilevazione
diretta, sia come elemento ottico nel rilevatore Homodyne comportandosi
pero in modo differente nei due casi. Infatti avendo in ingresso cioe sul braccio
a della fig. 3.1 uno stato numero mettendo un fotocontatore sul braccio ¢
(rivel. diretta) se si calcolano il rapporto segnale-rumore SNR,,, in entrata

e SNR,, in uscita si ottiene :



SNR,, 14 1—n
SNR,, N nk,

NFp;, = (3.25)

La figura di rumore (3.25) si discosta da quella ideale unitaria per un fattore
(1 —n) /nF,che dipende dal fattore di Fano di ingresso e dalla trasmissivita
costante dello specchio. Per stati coerenti F' = 1 e immaginando di utilizzare
uno specchio con trasmissivita 7 del 50% la figura di rumore viene ad essere
uguale a 2 corrispondente a 3db. Il rumore derivante da questo schema puo
essere fisicamente imputato al comportamento corpuscolare della luce.

Nel caso di rivelazione Homodyne la figura di rumore &

(co)® =nlag)?,

(Acg) = n{Aag) + (1 —n)(Ab) |

Si noti la dipendenza dalle fluttuazioni delle quadrature nei due ingressi a
e b. Questo permette di regolare la figura di rumore utilizzando per a e b
stati squeezed ; infatti mettendo in b il vuoto squeezed oppure aumentando
il fattore di squeezing sulla quadratura a, ¢ possibile diminuire la figura di
rumore. Il rumore che interviene nello schema Homodyne ¢ interpretabile
come dovuto al comportamento ondulatorio della luce che crea interferenza

tra i segnali in @ ed in b .
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Capitolo 4

Amplificatori di campo

4.1 Introduzione

In questo capitolo vengono affrontati i problemi quantistici riguardanti ’amplificazione
del campo per mezzo di dispositivi ottici attivi lineari e non.

Classicamente un amplificatore lineare ideale € uno strumento che opera
una trasformazione sul campo in ingresso a trasformandolo nel campo A di

uscita secondo la relazione tra i valori medi
(A) = GY*(a) , (4.1)

dove G > 1 e detto guadagno dell’amplificatore. In linea di principio la re-
lazione (4.1) ¢ indipendente (G a parte) da qualsiasi parametro dell” ampli-
ficatore e non prevede rumore. Tuttavia, come abbiamo visto in precedenza

(par. 3.5 ed altri), la teoria quantistica prevede un rumore aggiunto.
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4.2 Amplificazione laser in fibre ottiche at-
tive

In generale, quando un segnale si propaga in una fibra ottica, esso si attenua
man mano che percorre la fibra. Le perdite sono da attribuire alla natura
dei materiali di cui e costituita la fibra, di solito silice o base vetrosa.
Allo scopo di eliminare I'attenuazione del segnale si & pensato di introdurre
nelle fibre piccole quantita di materiale drogante. I migliori risultati in questo
senso sono stati ottenuti utilizzando come drogante I'Erbio o ioni di terre
rare in quantita dell’ordine delle cento parti per milione. In questo modo
si ¢ riscontrato che la fibra produce una sorta di amplificazione continua
sostenendo il segnale che si propaga in essa.

Una fibra ottica drogata puo essere schematizzata come un sistema a due
livelli come quello schematizzato in fig.(4.1) dove con e ¢ indicato il livello

eccitato del sistema e con g quello fondamentale. Indicando ora con N, le

Figura 4.1: Schema a due livelli per fibra ottica drogata

popolazioni del livello eccitato e di quello fondamentale, con o., le sezioni

d’urto di emissione e di assorbimento e con P,(z) la probabilita di trovare n
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fotoni a frequenza v alla sezione z della fibra e possibile ottenere I’equazione

di evoluzione per I'andamento di P,(z) lungo la fibra [6]

0,P,(2) = 0,Ny(n+1)P,11(2) + 0. NenP,_1(2)

—0,NynP,(z) — 0. Ne(n + 1) P,(2). (4.2)

moltiplicando per n e n? e sommando su n il numero medio e sullo scarto

quadratico medio del numero di fotoni

<7’L> = GTLO+(G— 1)P,

(An?) = g@+ (G—-1)P+2G(G —1)Pny+
&) ) 3)
(G —1)*P*+G*(Fy — 1)nyg , (4.3)
@ ®)

dove

o G=exp[L(0.N. —0,N,)|: guadagno della fibra;

L: lunghezza della parte attiva della fibra;

e ng: numero di fotoni in ingresso;

P=0.N./(0.N. — 0,N,): coefliciente di emissione spontanea;
o [y = (An?)/ng: fattore di Fano del segnale di ingresso.

Nella (4.3) sono presenti cinque contributi al rumore che sono interpretabili

nel seguente modo:
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e (1) fluttuazioni quantistiche del segnale amplificato;
e (2) emissione spontanea amplificata (ASE);

e (3) battimento tra il segnale amplificato e (ASE);

e (4) autobattimento di ASE;
e (5) rumore aggiunto.

Le migliori condizioni operative si hanno in condizioni di alto guadagno (G >
1), in corrispondenza di inversione totale di popolazione e per segnale intenso

in ingresso (ny > 1).In tal caso si ottiene la figura di rumore

G-1
GFy ’

Re~1+4 (4.4)

che per una radiazione di tipo Poissoniano in ingresso, come nel caso di uno
stato coerente, prende il valore R ~ 3dB dovuto al solo termine (3) di rumore

consentito dall’emissione spontanea.
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4.3 Amplificatore Phase Insensitive (PIA)

Nel caso di un amplificatore lineare classico, fra il campo in ingresso a ed il

campo in uscita A sussiste la relazione fra i valori medi
(A) = G"*{a), (4.5)

dove G > 1 ¢ il guadagno dell’amplificatore. La (4.5) non puo essere quan-

tizzata semplicemente con la relazione
A=G"?q, (4.6)

in quanto in questa forma non rispetta la natura bosonica dei campi, come

¢ evidente dalle regole di commutazione
[A, AT = [GY?a,GY2al | =G # 1. (4.7)

Analogamente al caso del beam splitter (par 3.1) si rende quindi necessario
introdurre un ulteriore modo b tale che [b,b'] = 1 e [a,b] = [a,bT] = 0, in

modo che le trasformazioni[2]

A=ma+nb, (4.8)
A= pa+vb', (4.9)
conservino la relazione di commutazione [A, AT] = 1. Questo si verivica se

sono soddisfatte le condizioni tra i coefficienti
Im[> +n|* =1, (4.10)
> =v*=1. (4.11)
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Le trasformazioni (4.8) e (4.9) corrispondono, nell’ordine, ai casi di perdita
lineare e di amplificazione lineare ed ¢ quindi possibile riscriverle nei termini

del guadagno G e del coefficiente di perdita n come segue

A=n"2a+ (1 -, (perdite) (4.12)
A=GYa+ (G—1)Y2 (amplificazione) (4.13)

nelle quali G = |p|* >1en=|m|* < 1.
La denominazione “phase insensitive” deriva dal fatto che, essendo G ed 7 nu-
meri reali indipendenti dalla fase del campo in ingresso, anche 'amplificazione

che si ottiene ne ¢ indipendente. Le trasformazioni analoghe alle (4.12) e

(4.13) che danno il campo in uscita B sono

B=—(1-nY%a+n"%, (4.14)

B= (G -1 +GV%. (4.15)

Queste, insieme alle (4.12) e (4.13), possono essere riassunte dalla trasfor-

(3)-0(2)e

dove I'operatore U , nel caso dell’amplificazione e

mazione unitaria

~

G-1
_ it
U =exp [arctanh e (a b ab)] : (4.16)

mentre nel caso di perdita diventa

U = exp [arctanwll_—n (aTb — abT)] : (4.17)
n
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Corrispondentemente al modo di ingresso b occorre introdurre il modo di us-
cita B tale che [A, B] = [A, BY] = 0 . In questo modo I'amplificatore risulta
schematizzato come un sistema a quattro porte (vedi fig.(4.2)), contraria-

mente allo schema classico a due porte di figura (4.3).

Figura 4.2: Schema di un Amplificatore Phase Insensitive.

(@~ T (4)

Figura 4.3: Schema di amplificatore classico

In questo capitolo ci limiteremo a considerare il caso dell’amplificatore:
la trattazione dell’attenuatore sara affrontata in dettaglio nel capitolo 5.
L’ingresso b, anche se in esso non viene immessa radiazione, ¢ il respons-
abile del rumore aggiunto dell’amplificatore. Sono infatti le fluttuazioni di
vuoto del modo b, detto modo “idler”, che conducono a figure di rumore non
ideali.

In generale, 'amplificatore phase insensitive reagisce in maniera differente a
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seconda del metodo di rilevazione usato all'uscita.

I casi di maggior interesse sono: la rilevazione homodyne ( misurazione di una
quadratura del campo in uscita) e la rivelazione diretta (misura del numero
di fotoni in uscita).

Calcolando le fluttuazioni in quadratura di A,, mantenendo b nello stato di
vuoto((by)=0) e ricordando che le fluttuazioni di vuoto sono (Abj) = 1/4 si

ottiene:
(AAZ) = G(Aal) + (G —1)/4. (4.18)

Le fluttuazioni nel numero di fotoni (sempre mantenendo (n,) = 0) sono

(ARZ) = G*{AR2) + (G — 1)*(h,) + (G —1)*. (4.19)

Di conseguenza le figure di rumore nei due casi sono|2]

SNR, G-1

S 42
SNR., @GS, (4.20
SNR, G-1
SNV 421
SNR,, =TGR, (4.21)

dove S, e F, sono rispettivamente il fattore di squeezing ed il fattore di Fano
del campo in ingresso .

Dalle (4.21)si puo notare come nel caso di rilevazione homodyne la figura
di rumore si avvicina a quella ideale unitaria se il fattore di squeezing di

ingr . € gran vver r a fortemen ntisqueezzato.
esso S, ¢ grande, ovvero per a fortemente antisqueezzato
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Nello schema a rilevazione diretta invece € possibile migliorare la figura di
rumore utilizzando in ingresso stati altamente superpoissoniani (F, > 1).
L’Hamiltoniana effettiva dell’amplificatore phase insensitive nello schema

di Dirac ¢ data dall’argomento dell’esponenziale (4.16)
HP =ik (afb! — ab) | (4.22)

dove la costante di accoppiamento k e legata al guadagno G ed al tempo di

interazione 7 dalla relazione

-1 1
kT = arctanh GT >3 InG. (4.23)

Nello shema di Schrodinger 'Hamiltoniana di interazione (4.22) assume la

dipendenza temporale
HP =k (aTbTe_i(“’H‘z’) + abei(“’tw)) , (4.24)

dove w = w, + wp.

Il termine oscillante e““**%) puo essere considerato mediante I'introduzione
di un terzo modo in ingresso ¢ che viene considerato come un c-numero: cio
corrisponde ad uno stato essenzialmente classico, ovvero uno coerente molto

intenso (approssimazione parametrica) del tipo

¢ — \JLem o), (4.25)

Il campo ¢ ¢ il modo di pompa dell’amplificatore, ovvero il modo del campo

responsabile della conversione dell’energia.
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Tenendo conto anche del modo di pompa I"'Hamiltoniana divental|2]

A

Hy=* (aTbTC + cha) , We = Wg +wp , k= \/TCXQ , (4.26)

ovvero ’'Hamiltoniana di un miscelatore a tre onde schematizzabile come in

fig.(4.4) E possibile inoltre scrivere 'Hamiltonina come quella di un miscela-

PIA

(pompa) w = w, + wp

Figura 4.4: Schema di un amplificatore phase insensive ideale.

tore degenere a quattro onde[2] con frequenza di pompa 2w, = w, + wp
H, = Y& (aTch2 + (CT)Qba) , 2w, = Wg + wp . (4.27)

Nella 4.26 e nella 4.27 i coefficienti x® e y® indicano le suscettivita di

secondo e terzo ordine dello sviluppo
P =xE+ xPE? + \®E3.

Alte suscettivita di ordine due possono essere ottenute in materiali quali il
Fosfato di Potassio e Titanile (KTiOPQOy), mentre le quantum wells dell’ Arseniuro

di Gallio portano a suscettivita x® ~ 3000XE§§T1’OPO4)‘
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Per amplificatori costruiti con questi materiali la lunghezza di interazione del
campo con il mezzo attivo e circa Inm e la potenza adatta per il pompaggio

circa 1mW.

4.4 Amplificatore phase sensitive

[2] Un amplificatore phase sensitive & un dispositivo che reagisce in modo

diverso a seconda della fase del campo da amplificare. Denotando con a,

1

€ agir/2 due quadrature - coniugate del campo in ingresso, I'amplificatore

opera la trasformazione
A =G"Pag,  Aginpp =G VPagymp (4.28)

il guadagno G ¢ quindi sensibile alla fase ¢ della quardatura.
Anche in questo caso, analogamente a quanto accade per 'amplificatore phase
insensitive, le relazioni (4.28) non conservano la commutazione tra i campi,

ma questa viene rispettata dalla trasformazione

A= pa+va, (4.29)
dove
= 1 (¢2+c ), v= e (¢ =) (4.30)
2 ’ 2
'La quadratura con fase ¢ &
ap = % (aew’ + aTe*w)
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E evidente dalla (4.29) che, diversamente da quanto visto per il phase in-
sensitive, la trasformazione unitaria A = UfaU pud essere ottenuta senza

ricorrere all’aggiunta di un modo idler utilizzando 1'operatore
5 1 2 —ie 2 e
U:exp{—zlnG{(a) e '’ —a’e ]} . (4.31)

La (4.29) ha la stessa forma della trasformazione di squeezing

A

ST(¢)aS(¢) = pa +val .

Nel caso in cui I'ingresso a sia in uno stato coerente |a) , la (4.29) lo trasforma

nel seguente modo
la) — |,¢), o =ap+av, (=c*8atanh ‘Z‘ . (4.32)
i

In particolare, utilizzando come ingresso il vuoto si puo ottenere come stato
di uscita il vuoto squeezed.

I comportamento sopra descritto dell’amplificatore phase sensitive lo
rende particolarmente come preamplificatore in rivelazione homodyne La
figura di rumore ¢ infatti ideale per rivelazione homodyne, viene cio¢ conser-

vato il rapporto segnale/rumore in ingresso ed in uscita
SNRa, =SNR,, .

L’Hamiltoniana dell’amplificatore nello schema di Schrodinger puo essere

scritta come quella di un miscelatore a tre onde degenere
Hy =@ ((aT)Qe—“wH‘f’) + a2ei<wt+¢>) : (4.33)
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con una pompa classica a frequenza w = 2w,. La relazione che lega la

suscettivita y®, il tempo di interazione 7 ed il guadagno G &

kT = ilnG . (4.34)

Pertanto, per realizzare un buon amplificatore phase sensitive occorre sem-
plicemente disporre di un materiale ad alta suscettivita y operando ad una
frequenza di pompa doppia di quella del segnale. E possibile diversamente
usare anche materiali con suscettivita ¥ a patto allora di avere anche la

pompa degenere.
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Capitolo 5

Utilizzo del beam splitter in
una rete di comunicazione

5.1 Introduzione

Nelle reti di comunicazione i segnali trasmessi ed opportunamente codificati
da varie sorgenti devoni in generale essere condivisi da piu utenti. Ad ogni
derivazione di utente 'informazione deve essere rilevata senza produrre dis-
turbo sul segnale lasciato a disposizione degli utenti successivi lungo la rete.

Nei capitoli precedenti ¢ stato descritto come il beam splitter rappresenti il
piu semplice dispositivo che permette la condivisione di un segnale. Tuttavia
si ¢ anche visto come questo procedimento provochi una degradazione del
segnale che aumenta con il numero degli utenti e rende quindi inutilizzabile
il segnale stesso.

In questo capitolo si illustra un metodo per migliorare le prestazioni del

beam splitter usato come rubinetto ottico utilizzando opportuni preamplifi-
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catori.
Le figure di rumore del beam splitter saranno confrontate con quelle di un

beam splitter preamplificato.

5.2 1l rubinetto ottico

La derivazione di una rete di comunicazione che permette 1'utilizzo di un

segnale da parte di un utente ¢ schematizzata in fig. (5.1)

dalla altro
sorgente utente
> > ——— ricevitore trasmettitore
Y
utente >
utente

Figura 5.1: Derivazioni di rete per un utente.

I1 piu semplice dispositivo ottico che realizza tale scopo ¢ il beam splitter
di fig. (5.2), in cui i canali di ingresso sono a e d e quelli di uscita b e c e la
porta d non e utilizzata.
Dalla descrizione fatta per il beam splitter (par. 3.1-3.5) si € visto come esso
induca una degradazione del segnale di ingresso a in misura proporzionale

alla trasmissivita 7 ed alle caratteristiche del segnale stesso.
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Figura 5.2: Rubinetto ottico

‘ H Direct ‘ Homodyne ‘

b Tw | 1-n] 1-n
Do | a=pym | 0=nse
cl| T, i n
1- 1-
Dac 77F;7 nSZ

Tavola 5.1: Figure di rumore del beam splitter

Nel caso di una successione di derivazioni lungo la rete tale degradazione
cresce in modo esponenziale con il numero degli utenti che lo misurano. Nella
tabella (5.1) sono riassunti i risultati dall’analisi del beam splitter nei casi in
cui i segnali di uscita ¢ e b vengono rilevati con metodo diretto o con metodo
homodyne.

Per semplificare la notazione, nella tabella si e tenuto conto che la figura di
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rumore si discosta da quella unitaria per una quantita D,

SNR; .
SNRZ: =14+D,, o=ua,b, O:aTa,%,

mentre il valore medio delle quantita misurate in uscita subisce una riduzione

rispetto a quelle in ingresso per un fattore /1,

<Oo>2 = <Oa>2Tao .

5.3 Il rubinetto ottico preamplificato

Al fine di migliorare la figura di rumore di un beam splitter e utile far passare
il segnale in un amplificatore prima che entri nel rubinetto ottico secondo lo

schema di fig.(5.3).

Figura 5.3: Schema di preamplificazione.

Se il segnale di uscita viene rivelato secondo uno schema homodyne, il pream-

plificatore a guadagno G puo essere di tipo phase sensitive o di tipo phase
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Tavola 5.2: Figure di rumore per il beam splitter preamplificato

insensitive , producendo figure di rumore diverse nei due casi. Nei capitoli
successivi saranno descritti invece gli amplificatori di numero che possono
essere utilizzati come preamplificatori nel caso in cui si desideri rilevare il
numero di fotoni in uscita (rivlevazione diretta). I risultati sono riassunti
nella tabella (5.2), dove la notazione ¢ come in tabella (5.1).

Da questi valori si intende che utilizzando un amplificatore con guadagno

elevato (G > 1) si riesce a raggiungere la condizione
SNR, ~SNR, ~SNR. ,

che, nel caso in cui si abbia uno stato coerente sul braccio a del sistema,
significa una figura di rumore inferiore ai 3db.

E quindi possibile, in linea di principio, rialimentare il segnale in ogni stadio
di misurazione della rete in modo da contenere I'aumento del rumore alle

derivazioni.
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Capitolo 6

Amplificatori di numero

6.1 Introduzione

Nei capitoli precedenti e stato descritto come sia possibile utilizzare un beam
splitter con lo scopo di permettere ad un utente di utilizzare un segnale vi-
aggiante in una rete ottica. Grazie a questo dispositivo, accoppiato ad un
amplificatore, il segnale viene diviso in due parti dopo essere stato ”rigener-
ato” dall’amplificatore in modo che una parte del segnale prosegua pressoche
inalterata lungo la rete mentre l'altra arriva all’'utente che ne misura una
quadratura secondo uno schema di rivelazione homodyne.

Tuttavia, esistono altre possibilita: e possibile riprodurre una esatta copia
del segnale duplicando il numero dei fotoni che compongono il segnale stesso,
oppure amplificare il numero di fotoni in ingresso raddoppiandolo. I disposi-
tivi che realizzano questo comportamento prendono il nome di duplicatore di
numero di fotoni (PNA) e amplificatore di numero di fotoni (PND); essi sono

entrambi utilizzabili in schemi di rivelazione diretta, cioe nella configurazione
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in cui I'utente misura l'intensita del campo anziche una quadratura come nel
caso di rivelazione homodyne.

I1 PNA & un dispositivo con piu porte di ingresso e di uscita. Nel caso in
cui su una porta di ingresso il campo si presenta in un autostato dell’operatore

numero di fotoni |n) il PNA idealmente opera la trasformazione
[n) — |Gn)

dove G ¢ il guadagno dell’amplificatore ed e necessariamente un numero
intero.
I1 PND, invece, ¢ un dispositivo che produce due copie dello stato di

ingresso |n) secondo la trasformazione
[n) — n,n) ,

dove con |n,n) & indicato lo stato a due modi a e b con n fotoni nel modo a
ed n nel modo b.

Nell'utilizzo in rete locale (LAN), il PNA ¢ indicato come preamplificatore
ideale per una derivazione di rete mentre il PND rappresenta esso stesso un
rubinetto ottico ideale senza perdite, realizzando una misura quantistica non

demolitiva del numero di fotoni.
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6.2 L’amplificatore ideale di numero

Nel caso ideale, I’'amplificazione di numero di fotoni e attuata dalla trasfor-

mazione:
a'a — Ga'a (6.1)

dove a'a & I'operatore numero del modo a e, a causa della natura intera degli
autovalori di a'a il guadagno G deve essere un numero intero.
Questa condizione non e ripettata nel caso di deamplificazione, infatti se G

¢ un numero intero G~! non lo &, quindi la relazione
ala — G lala (6.2)

non e valida in quanto non produce autovalori interi del numero.

Una deamplificazione puo essere ottenuta invece dalla trasformazione
a'a — [Gd'd] , (6.3)

dove con il simbolo [z] ¢ indicata la parte intera di x. Di conseguenza, nel
caso di deamplificazione. Il guadagno effettivo G, ¢ dipendente dal numero
di fotoni in ingresso e anche idealmente deve necessariamente essere diverso

da G~ secondo la relazione

G, = <G, (6.4)

dove con n indicata il numero di fotoni in ingresso.
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Per ottenere un risultato come quello della (6.1) 'amplificatore deve essere

in grado di attuare la conversione tra due modi del campo
|n,0) — |0,Gn) . (6.5)

Si rende quindi necessario descrivere il progressivo “svuotamento” del primo
modo ed il contemporaneo “riempimento” del secondo con un numero di
fotoni amplificato.

La trasformazione (6.3) € ottenibile mediante il passaggio ad un nuovo oper-

atore dir creazione aZG)

al — a}G) . (6.6)

tra i modi.
aZG) deve essere un operatore bosonico che crea G fotoni per volta, ovvero

deve rispettare le condizioni

[a((;), CLJ(rG)} =1 s [CL(G), aTa] = Ga(G) . (6.7)

La forma esplicita di tale operatore ¢[7]

“Lal (A — )
%:{[G ! G)'} (a)? . (6.8)

A

n!

L’applicazione allo stato con n fotoni |n) genera l'autostato con G + n fotoni

aleyIn) = \/[G—n] +1In+G) . (6.9)
L’operatore numero costruito con aIG) e
aIG)a(G) = [Gd'd] (6.10)
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ed ha quindi la forma della trasformazione di deamplificazione (6.3).
L’amplificazione ¢ invece ottenibile dalla trasformazione inversa della

(6.6), ovvero dalla
algy —a' . (6.11)

Le trasformazioni (6.6) e (6.11) sono permutazioni tra due diversi bosoni; di
conseguenza ¢ possibile calcolare 'operatore di evoluzione che, nello schema
di Heisenberg, realizza le permutazioni.

Nel caso di permutazione fra modi tra loro commutanti, come per esempio a

e ¢ con [a,c] = [a,cl] = 0 la trasformazione a — ¢ & attuata dall’operatore[8]
_pt— Lot il (ate 4+ ¢ Tt
P=P —exp<zzcc>exp[ i5 (ac+ca)]exp(z2cc) , (6.12)
nel modo seguente
PaP = ¢, PcP =a (6.13)

Nel nostro caso occorre necessariamente considerare anche un cambiamento
di modi (I’ amplificatore converte anche la frequenza oltre che il numero),
in quanto gli operatori a(g) € a non commutano. L’operatore di conversione
P viene scritto nella forma/[§]

P(G) = exp <igCTC> exp {—’Lg (aEG)c + cTa(G))

exp <igCTC> . (6.14)

Per verificare come 'operatore P agisce sugli stati di partenza |0,n) e |n,0)

e sufficiente valutare 1’evoluzione di Schrodinger
Pie)|0,n) = [Gn,0) (6.15)
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Piyln,0) = |G (G~n) , [G ]} (6.16)

dove con [z] @ indicata la parte intera di z e con (x) = x — [z] la parte
frazionaria di z. La (6.15) si riferisce al caso di amplificazione: infatti durante
'evoluzione dello stato a due modi |0, n) si attua un progressivo svuotamento
del secondo modo ed un corrispondente riempimento del primo. La (6.16)
rappresenta invece 1’evoluzione in caso di deamplificazione: in questo caso
¢ da notare come i processi do riempimento e di svuotamento dei due modi
non portano sempre ad una completa conversione dello stato portando cosi
ad un guadagno effettivo diverso da quello ideale (vedi Eq.(6.4)).

Per meglio capire i principi di funzionamento del PNA possono essere
d’aiuto alcune osservazioni riguardanti la sua Hamiltoniana.
Nello schema di Dirac, 'Hamiltoniana di interazione del PNA[14] ¢ derivabile

dall’operatore di evoluzione (6.14), da cui si ottiene
H = aIG)c +h.c., (6.17)

al tempo adimensionale di conversione

== . 6.18
=2 (6.18)
L’Hamiltoniana (6.17) ha come costanti del moto
§4=a'a+ Gcle, (6.19)
dy=G (G 'da) = G(G13,4) , (6.20)
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Wy :|n)—— | [G~'m] + G~ (Gn))
PNAFC
Wy |m)—— - [Gn] + G (G'm))

(pompa)y” Q=G lw, —wy

Figura 6.1: Schema di un PNA ideale.

di cui la prima rappresenta il numero totale dei fotoni, ovvero la somma di
quelli del modo a e di quelli del modo c.
Grazie a queste relazioni e possibile rappresentare gli stati numero del campo

in un altro spazio di Hilbert, utilizzando come base per questo i vettori
|nYs, = |sa —Gn,n) , n=0,1,...[G"s4] , (6.21)

dove vengono fissati gli autovalori di §4, cioe il numero totale di fotoni. In
questa base le equazioni (6.15) e (6.16) per 1" evoluzione degli stati di ingresso

sl riscrivono

Peln)an =0)an (6.22)

P)|0)y = [[G™'n] ) (6.23)
mentre, facendo agire I'Hamiltoniana (6.17) sugli stati (6.21) si ottiene
Hiln)s = af|n = 1)s + iy In+ 1), , (6.24)
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dove

o) = \/n([G-1s] —n+1). (6.25)

E quindi possibile calcolare gli elementi di matrice dell’ Hamiltoniana (6.17)
che viene a presentarsi come una matrice tridiagonale simmetrica, ovvero con
tutti gli elementi nulli tranne quelli situati sulla prima sopradiagonale e sulla
prima sottodiagonale che risultano uguali agli ().

La forma dell’Hamiltomiana (6.17) ¢ valida solo in condizioni di risonanza,
cioe quando Gw, = w,., mentre fuori risonanza, per ottenere la conservazione
dell’energia e la conversione di frequenza tra i modi € necessario introdurre un
ulteriore modo d di pompa in uno stato coerente a frequenza w; = Gw, — w.

In questo modo 'Hamiltoniana assume la forma[14]
H = aIG)cd +h.c. (6.26)

che ¢ realizzabile con il dispositivo rappresentato in figura (6.1).

6.3 Il duplicatore di numero di fotoni (PND)

Fenomenologicamente il PND e simile ad un amplificatore con guadagno
G = 2, ma, a differenza di questo, esso produce due copie dello stato di
ingresso anziche amplificarlo.

I1 PND ¢ un device a tre modi di cui uno di ingresso ¢ e due di uscita a e b.

Se nel modo di ingresso ¢ sono presenti n fotoni, se ne trovano altrettanti nei
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modi di uscita a e b, secondo la trasformazione
|0,0,n) — |n,n,0) . (6.27)

La trasformazione (6.27) puo essere ottenuta per mezzo di un operatore azl 1
che crea contemporaneamente un fotone per ognuno dei modi di uscita a e

b. Detto operatore deve essere un bosone e quindi deve essere tale che
[a'(l,l)> azlyl)] =1 s [a(lyl), CLTCL + bTb] = 2(1,(171) . (628)

La forma esplicita dell’operatore ¢[2]

1
gl
al, , =a'b : (6.29)
-y \/max{cﬁa, bib} +1
Esso opera sugli stati |n,,np) la trasformazione
a}171)|na, ny) = \/(min{na, mp}) + 1 ng + 1,0, + 1) . (6.30)

Con un procedimento analogo a quello utilizzato nel caso del PNA| & possibile

ricavare da un operatore di evoluzione 1’Hamiltoniana di interazione dello

schema di Dirac per il PND

H = azlvl)c +h.c., (6.31)
con costanti del moto
R 1
Sp=—= (aTa + b + QCTC) , (6.32)
2
dp = ata — ' . (6.33)
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0) ——— PND |—— |n)

(pompa
Figura 6.2: Schema di PND ideale.

Anche in questo caso ¢ possibile ricavare la forma matriciale della Hamilto-
niana (6.31) attraverso il cambiamento di base dello spazio degli stati
[n)sp =1Sp —n,sp —n,m) . (6.34)

Per autovalori di §p (numero totale di fotoni) fissati, I’ Hamiltoniana (6.31)
€ una matrice tridiagonale superiore simmetrica che agisce sullo stato di

ingresso |n)s, come segue

Hilng) = B9 |n — 1), + ) jn + 1), , (6.35)
B =\/(s—n+1n. (6.36)

Analogamente al caso del PNA la forma (6.31) ¢ valida solo in risonanza,
mentre fuori risonanza, per conservare l’energia ¢ necessario introdurre un
modo d di pompa in uno stato coerente a frequenza wy = w, + wp — we; di

conseguenza I'Hamiltoniana (6.31) divental[2]
H' =aj, ycd+hec. . (6.37)
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ed ¢ realizzabile mediante il dispositivo di figura (6.2).

6.4 Ottimizzazione della conversione di nu-
mero

[8] Le Hamiltoniane (6.26) e (6.37) sono difficili da realizzare in pratica a

causa della presenza degli operatori di creazione multibosonici aIG) e azl 1 Tuttavia

e possibile approssimare gli operatori multibosonici nel caso in cui (aTa> >

G.Per G = 2 si ha

NI

aly ~a®?[2ala+1)] 7, ((ala) >2). (6.38)

In questo modo I’Hamiltoniana (6.26) viene riscritta come

H ~a[2(afa+1)] "ed+he  (PNA). (6.39)

Nel caso del duplicatore in corrispondenza di un dato numero di fotoni nel
modo di ingresso ¢ si ha lo stesso numero di fotoni nei modi a e b, quindi
ata = b'b. Dalla (6.33) si ha dp = 0; questa condizione permette di riscrivere

I’operatore azu) semplicemente come
aJ(rl,l) = af(a’a + 1)_%bT ; (a'a = b'D) . (6.40)

Di conseguenza 1’Hamiltoniana (6.37) viene semplificata e riscritta come

segue

~

H =al(a'a+1)"7b'ed +hc.  (PND). (6.41)

99



Una ulteriore semplificazione delle Hamiltoniane (6.39-6.41) ¢ possibile se al
posto dei termini dipendenti dall’intensita del campo (per es. a'a) vengono
sostituiti i loro valori medi costanti. In questo modo le Hamiltoniane per il

PNA e per il PND assumono la forma

Hewny = a?cd+he.  (PNA), (6.42)

Hpwy = a'dfed+he.  (PND), (6.43)

Come gia visto per il PSA e per il PIA, anche le Hamiltoniane (6.42-6.43)
sono ottenibili per mezzo di materiali con suscettivita non lineare y® come
spiegato in Ref. [13].

Facendo infine un’approssimazione parametrica di pompa classica le (6.42-

6.43) si riscrivono nella forma

H;=a?c+he  (PNA), (6.44)
H; =a'bfe+he.  (PND). (6.45)
Il tempo di interazione della radiazione con il dispositivo viene quindi ridotto
del termine /I, corrispondente all’intensita della pompa d: la relazione che
lega il tempo di interazione adimensionale 7 ed il tempo reale ¢ (dal quale si

puo risalire alla lunghezza del mezzo attivo necessaria per ottenere la con-

versione) e

m=x® /14t . (6.46)
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6.5 Risultati Numerici

Figura 6.3: Rappresentazione dei segnali di uscita (figure in alto) e del ru-
more (figure in basso) per I’'Hamiltoniana (6.43) nel caso di uno stato di
ingresso con n; = 10 fotoni. Le figure a sinistra si riferiscono al caso del
duplicatore ((na)o = (mp)o = 0, (nc)o = n;); quelle a destra al caso del corre-
latore ((nq)o = (np)o = n4, (ne) = 0). Le circonferenze stanno ad indicare i
punti dove si ha la migliore conversione.

La valutazione numerica dell’evoluzione degli autostato del numero in
ingresso nel PNA e nel PND e facilitata grazie alla forma tridiagonale delle

Hamiltoniane (6.42-6.43) utilizzando i coefficienti

o) = /(s —2n+1)(s—2m+2), (s=s,), (6.47)
B = /n(s—n+1), (s=sp). (6.48)

61



Figura 6.4: Migliori tempi di conversione per le Hamiltoniane (6.42-6.43).
La figura a destra si riferisce al PND, quella a sinistra al PNA. I quadrati
indicano i casi in cui i dispositivi sono usati come amplificatore/duplicatore,
i cerchi nei casi di deamplificatore/correlatore.

In fig. (6.3) sono riportati i risultati ottenuti per il PND. In particolare &
stato considerato uno stato di ingresso a 10 fotoni e studiata la sua evoluzione
ad istanti successivi.

Dai grafici ottenuti si rivela un comportamento quasi-periodico del numero
di fotoni in uscita e del rumore che diventa piu irregolare all’aumentare del
numero di fotoni in ingresso. Si riscontrano inoltre alcune differenze a sec-
onda che il PND venga usato in modo diretto (duplicatore) o in modo inverso
(correlatore). Nel primo caso si ha la massima conversione in corrispondenza

di un rumore molto alto mentre si ha un basso rumore solo quando il segnale

di uscita e praticamente inesistente. Se usato come correlatore, invece, il
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Figura 6.5: Massimo guadagno effettivo per la Hamiltoniane (6.42-6.43).
La figura a destra si riferisce al PND, quella a sinistra al PNA. I quadrati
indicano i casi in cui i dispositivi sono usati come amplificatore/duplicatore,
i cerchi nei casi di deamplificatore/correlatore.

PND presenta il massimo della conversione in presenza di un minimo del ru-
more. In entrambi i casi non si ottiene mai la conversione completa. L’analisi
numerica del dispositivo e proseguita prendendo come tempo ti conversione
T, il tempo corrispondente al primo massimo locale del numero di fotoni in
uscita nella fig. (6.3) e vedendo come questo tempo varia all’aumentare del
numero di fotoni in ingresso; i risultati sono illustrati in fig.(6.4). Infine sono
stati calcolati i massimi guadagni G, (cioe i G, ai tempi di conversione) al
variare del numero di fotoni in ingresso fig. (6.5). Dalla fig. (6.5) si vede che
il PNA usato come amplificatore presenta un guadagno decrescente rispetto

al numero di fotoni fino al valore limite G, =~ 1.28, raggiunto per alti valori

63



Figura 6.6: Guadagno effettivo G, del PNA con G = 2: i cerchi indicano il
caso riferito all’Hamiltoniana (6.42); i triangoli indicano il comportamento
per ’'Hamiltoniana (6.39) che comprende il termine dipendente dall’intensita
del campo in ingresso; la linea a tratto e punto indica il caso ideale

di n; e quindi molto inferiore al guadagno ideale.

In maniera analoga il guadagno del duplicatore tende asintoticanente al valore
G, ~ .78. Al contrario, i due dispositivi, se utilizzati come deamplificatore
/ correlatore, danno risultati piu soddisfacenti. Infatti per alti valori di n; il
PNA riesce a raggiungere il guadagno ideale G, = 1/2 mentre il PND usato
come correlatore raggiunge un guadagno G, = 1.

Una comparazione col caso ideale del deamplificatore ¢ illustrata in fig. (6.6)
per evidenziare come il comportamento del PNA sia in accordo con il caso

ideale. Infine, in fig. (6.7) sono rappresentati gli andamendt dei fattori di

Fano per i segnali di uscita. E evidente che sia per il PNA che per il PND, se
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Figura 6.7: Fattori di Fano per i segnali di uscita per le Hamiltoniane
(6.42-6.43) (PND a destra, PNA a sinistra. [ quadrati indicano il caso di
amplificazione / duplicazione; i cerchi quello di deamplificazione / corre-
lazione; i triangoli indicano il comportamento per I’Hamiltoniana (6.39) che
comprende il termine dipendente dall’intensita del campo in ingresso.

usati come amplificatore / duplicatore, la conversione & piuttosto rumorosa,

mentre nel caso in cui vegono utilizzati come deamplificatore / correlatore

presentano bassi fattori di Fano cioe un basso rumore in uscita.
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Capitolo 7

Conclusioni

Abbiamo visto come i dispositivi descritti dalle Hamiltoniane (6.39) e (6.41)
non si riescano a concretizzare 'amplificazione e la duplicazione del numero
in maniera soddisfaciente. L’eccessivo rumore che si rileva sui canali di
uscita dell’amplificatore e del duplicatore puo essere attribuito (vedi Ref.
[10]) alla cosidetta emissione stimolata parametrica. Infatti, come ¢ spie-
gato nella Ref. [9], le Hamiltoniane (6.39) e (6.41) sono formalmente simili

all’Hamiltoniana[10]
H; = hk(ab'c’ + a'be) (7.1)

che descrive un amplificatore laser. In particolare I'Hamiltoniana (6.41) puo
essere messa in corrispondenza con I’Hamiltoniana che rappresenta l'interazione
in risonanza di un modo di radiazione con un sistema di N atomi a due

livelli[10]

Hyocd'J +al,, (7.2)
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dove J, = SN 0% sono gli operatoridi ribaltamento dell spin totale degli N
atomi. Infatti gli operatori del momento angolare possono essere riscritti in
termini degli operatori di creazione e di annichilizione dei modi b e ¢ come

segue

A

J+:bCT, j_:ch7 jZ:

N

J =3 (cle+0') J=3

NO| —

Indicando con M la componente J—z del momento angolare totale ¢ possibile
calcolarne il valore nei due casi in cui I’'Hamiltoniana (6.41) rappresenti il
modo di funzionamento diretto (duplicatore) o quello inverso (correlatore).
Nel primo caso lo stato di ingresso € composto da n; fotoni nel modo c e
dal vuoto nei modi a e b, ovvero (n.)o = 0 e (n.)o = n;, con n, = n,. Nel
caso del correlatore (n,)o = n; ¢ (n.)o = 0. Tuttavia in entrambi i casi
per il valore assoluto di M si ha |M| = J che corrisponde esattamente allo
stato “superfluorescente” [9] per il convertitore parametrico. In conclusione
e possibile affermare che sia il rumore di uscita che il guadagno effettivo non
ideale sono segnali della presenza di emissione spontanea nel convertitore

parametrico.
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